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1 Uvod 
Danas se u inženjerskoj praksi vrlo esto rabe betonske 
konstrukcije ili elementi kod kojih se ra una tla nom 
vrsto om betona (grede, prearmirane grede, prednapete 
grede, itd.). Zbog napretka u tehnologiji betona relativno je 
jednostavno proizvesti beton visokih vrsto a s jedno-
osnom tla nom vrsto om ve om od 100 MPa. Nadalje, 
jednako tako esto se upotrebljava beton visoke tla ne 
vrsto e armiran vlaknima. Poznato je da je tla ni slom 
betonskih elemenata krhki slom, ak i kad se rabi beton 
obi ne vrsto e koji je u odnosu prema betonu visoke 
vrsto e relativno duktilan. Za beton visoke vrsto e
krhkost konstrukcije i time utjecaj veli ine konstrukcije 
na nosivost konstrukcije (size effect) trebali bi biti još 
ja e izraženi. Stoga je važno korektno predvidjeti tla ni 
slom elemenata konstrukcije razli itih veli ina naprav-
ljenih od betona razli ite kvalitete. Posljednjih je neko-
liko godina postignut zna ajan napredak u modeliranju 
fenomena ošte enja i sloma betonskih i armiranobeton-
skih konstrukcija u okviru klasi ne mehanike kontinu-
uma. Unato  brojnim teško ama, za dominantno vla no
optere enje mogu e je realno predvidjeti slom za mnoge 
aplikacije iz inženjerske prakse. Pitanje jest je li u okvi-
ru iste teorije ovo tako er mogu e za slu aj dominantno 
tla nog optere enja (krti lom). Da bi se odgovorilo na to 
pitanje, nedavno je RILEM TC 148SSC predložio nume-
ri ki prora un Modeliranje prearmiranih betonskih greda
koji se provodi prije eksperimentalnih ispitivanja (round 
robin analysis). Cilj studije bio je utvrditi može li se pri-
mjenom spomenute tehnike modeliranja u kombinaciji 
sa standardnom procedurom za identifikaciju makros-
kopskih karakteristika betona (tla na vrsto a fc, vla na
vrsto a ft i energija sloma GF) korektno predvidjeti po-
našanje prearmiranih greda koje se slome zbog prekora-
enja tla ne vrsto e. Ukupno je sedam istraživa kih 
institucija sudjelovalo u projektu. U ovome lanku pri-
kazani su rezultati numeri kog prora una dobiveni upo-
trebom programa MASA za 3D nelinearni prora un kon-
strukcija metodom kona nih elemenata [3]. U programu 
je uporabljen mikroravninski model (microplane model)
[4] kao trodimenzijski konstutivni zakon betona. Prika-
zani su i razmatrani rezultati za relativno male prearmi-
rane grede napravljene od tri razli ita tipa betona i rezultati 
za prearmirane grede dviju razli itih veli ina napravlje-
ne od betona obi ne vrsto e. Numeri ki su rezultati 
ve  prethodno objavljeni u radu [3], ali tada rezultati 
ispitivanja (van Mier, 1998.) još nisu bili dostupni. Sto-
ga su u ovome lanku rezultati eksperimentalnih istraži-
vanja uspore eni s numeri kim rezultatima. Razmatrana 
je usporedba i izneseni su kratki zaklju ci i preporuke. 
Pri usporedbi numeri kih i eksperimentalnih istraživa-
nja treba imati na umu da je puno ''lakše predvidjeti'' 
ponašanje konstrukcije ako su rezultati ispitivanja ve
dostupni, što u ovom primjeru nije bio slu aj.
2 Geometrija, prostorna diskretizacija i 
karakteristike materijala 
Kako je predložio RILEM TC 148SSC [8], ovdje se ra-
zmatraju grede dviju razli itih veli ina optere ene savi-
janjem u etiri to ke: (1) mala greda (slika 1.) raspona 
l = 3600 mm, visine h = 200 mm i b = 100 mm i (2) 
velika greda (slika 2.) sa l = 7200 mm, h = 400 mm i 
b = 200 mm. Sve su grede prearmirane i s istim postot-
kom armiranja od približno  = 7,3%. Sve tri izmjere 
malih greda iznose polovinu izmjera velikih greda. Raz-
matrane su tri kvalitete betona: beton obi ne vrsto e
(NSC), beton visoke vrsto e (HSC) i vlaknima armiran 
beton visoke vrsto e (FRC). Studija u inka mjerila za 
dvije veli ine greda (h = 200 mm i h = 400 mm) prove-
dena je za grede od betona obi ne vrsto e. Isto kao i u 
eksperimentalnom programu, samo male grede (h = 200 
mm) analizirane su za betone razli itih kvaliteta (NSC, 
HSC i FRC). Da bi se bolje lokalizirao tla ni slom beto-
na, u srednjem presjeku grede, u duljini približno 600 













































































Slika 2. Geometrija i armatura velike grede (h = 400 mm)  
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Slika 3. Trodimenzijska mreža kona nih elemenata – jedna 
etvrtina grede
Tipi na prostorna diskretizacija metodom kona nih ele-
menata prikazana je slici 3. Za prostornu diskretizaciju 
betona uporabljeni su trodimenzijski linearni elementi s 
8 vorova i 8 integracijskih to aka. eli ne su šipke (uz-
dužna armatura i spone) modelirane sa štapnim elemen-
tima. Da bi se primjenom metode razmazanih pukotina 
dobili rezultati koji nisu ovisni o veli ini kona nih ele-
menata, kao što je to slu aj u klasi nom lokalnom Bolz-
mannovu kontinuumu, upotrijebljena je teorija trake u 
kojoj se lokalizira pukotina (crack band theory [1]). 
Prema toj teoriji, konstitutivni zakon za jednoosni tlak i 
jednoosni vlak treba vezati uz prosje nu veli inu kona -
nog elementa cb (za prostorne elemente cb = VE1/3, VE  = 
volumen kona nog elementa). Glavne su pretpostavke: 
(1) i vla na i tla na ošte enja lokaliziraju se u jednom 
redu (traci) kona nih elemenata i (2) vla na i tla na energi-
ja sloma (GF i GC) su materijalne konstante.  
Tablica 1. Sažetak makroskopskih karakteristika betona 
iskorištenih u prora unu 
Makroskopske karakteristike triju razli itih betona, pre-
ma RILEM-u, sažete su u tablici I. Unutar okvira teorije 
razmazanih pukotina, karakteristike vla noga radnog 
dijagrama betona dobivene su iz poznate vla ne vrsto-
e (ft) i energije sloma betona (GF). Da bi se korektno 
modelirao slom betona u tlaku mora se znati ne samo 
tla na vrsto a betona nego i tla na energija sloma beto-
na (GC, van Mier, 1998.) koju nije eksplicitno specifici-
rao RILEM, no bili su dostupni jednoosna tla na ispiti-
vanja na betonskim valjcima. Stoga, kako bi se približno 
odredila tla na energija sloma betona, ispitivanja na be-
tonskim valjcima simulirana su trodimenzionalnim pro-
ra unom metodom kona nih elemenata. Prosje na veli-
ina elemenata (cb = 22 mm) uzeta je približno ista kao 
što e se kasnije rabiti u prora unu malih greda. Jedno-
osni tla ni radni dijagram betona odre en je kalibraci-
jom rezultata 3D prora una s rezultatima eksperimental-
nih ispitivanja. Rezultiraju e su krivulje prikazane na 
slici 4. Procijenjene energije sloma betona na tlak su za 
beton obi ne vrsto e GC ~ 2,5 N/mm te za betone viso-
ke vrsto e GC ~ 20 N/mm. Može se uo iti da za HSC 
jednoosna tla na ispitivanja ve  za relativno male uzorke 
pokazuju kontrolu sile prema širenju pukotine (snap-
back) u podru ju omekšanja materijala. Stoga je bilo 
teško usporediti rezultate ispitivanja s numeri kim rezul-
tatima, pa je kao posljedica toga procijenjena veli ina 
energije sloma betona GC vjerojatno nešto ve a od stvarne 
veli ine. S obzirom na to da tla nu energiju sloma GC
nije bilo mogu e precizno identificirati, prora un svih 
greda proveden je za betone s dvije razli ite tla ne ener-
gije sloma: (1) obi na energija sloma dobivena na osno-
vi gore opisanog postupka (u tekstu ozna en kao beton 
tipa LF (low friction); beton kod kojeg je unutrašnje 
trenje manje pa je i nosivost betona na tlak manja) i (2) 
beton s energijom sloma GC koja je u odnosu na gore 
navedenu uve ana za 60% (u tekstu ozna en kao beton 
tipa HF – 'high friction'; beton kod kojeg je unutrašnje 
trenje ve e pa je i nosivost betona na tlak ve a). Pozna-
vaju i jednoosnu vrsto u i tla nu energiju sloma beto-
na, zakon omekšanja betona pri tla nom naprezanju 
odre en je u skladu s crack band teorijom.  
U prora unu se pretpostavilo da je armaturni elik ideal-
no elastoplasti an materijal. Za rebrastu armaturu uzete 
su karakteristike: Youngov modul Es = 222000 MPa i 
granica popuštanja y = 650 MPa. Za usukane žice uzete 
su karakteristike: Es = 195000 MPa i  y = 1650 MPa. 
Konstitutivni zakon za jednoosni tlak
referentna duljina cb= 25 mm















Slika 4.  Konstitutivni zakon betona za jednoosni tlak (poredbena 
širina razmazane pukotine cb = 22 mm): NSC, HSC i FRC 
Optere enje greda kontrolira se pomacima to aka sred-
nje linije eli ne plo e koja je modelirana sa 3D elasti -
Beton  NSC HSC FRC 
Ec Mpa 22000 55000 50000 
0,18 0,18 0,18 
ft Mpa 1,89 4,83 7,14 
fc Mpa 22,75 118 114 










Deformacija [x 1000] 
Konstitutivni zakon za jednosni tlak 
referentna duljina cb=25 mm 
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nim prostornim elementima. Plo a je s površinom betonske 
grede spojena zglobnim štapnim elementima koji ne mogu 
preuzeti posmik (trenje) izme u optere ene plo e i po-
vršine betona. Rubni su uvjeti uzeti prema preporukama 
RILEM-a (slobodno oslonjena greda). 
3 Rezultati prora una i usporedba s rezultatima 
ispitivanja
3.1 Razli ite karakteristike betona 
Male su se grede prora unavale i ispitivale za tri razli i-
ta tipa betona. Jednako kao u ispitivanjima, u prora unu 
je za sve tri kvalitete betona dobiven slom betona u tla -
nom podru ju. Tipi ni tipovi sloma za sva su tri tipa be-
tona prikazani na slici 5. Tamna podru ja su podru ja 
ošte enja betona (glavne vla ne deformacije). Sa slike 5. 
može se vidjeti da za razliku od NSC i FRC greda, 
grede napravljene od HSC pokazuju zna ajno ošte enje 
uzduž armature savijanja u podru ju prijenosa sile iz 
armature u beton. Razlog ovog ošte enja je visoka krh-
kost HSC betona. Ovo ošte enje je vjerojatno djelomi -
no odgovorno za redukciju relativne nosivosti i duktil-
nosti grede, kako e biti prikazano kasnije. 
Slika 5. Tipovi sloma grede – tamna podru ja su podru ja 
ošte enja grede nakon maksimalnog optere enja za: a) 
NSC, b) HSC i c) FRC 
Prora unana i u eksperimentima izmjerena prosje na
najve a optere enja i progibi sažeti su u tablici II. Op e-
nito gledaju i, numeri ki dobivene nosivosti greda su do 
15% manje od izmjerenih vrijednosti. Kako se moglo 
o ekivati, razlike u izmjerenim progibima pri maksimal-
nom su optere enju nešto ve e (najviše oko 25%). Raz-
log tome su osim ve e izmjerene nosivosti i lokalni neli-
nearni efekti (oslonci i mjesta nanošenja optere enja) 
koji pridonose ukupnom pomaku i u prora unu nisu uzeti u 
obzir.  
Krivulje prora unanih i izmjerenih pomaka i optere enja
pokazuju da se grede od NSC i FRC stabilnije i duktil-
nije ponašaju u režimu poslije maksimalnog optere enja. 
To se vidi na slici 6. koja pokazuje relativno optere enje 
kao funkciju relativnog pomaka. U prikazanim su krivu-
ljama optere enje i pomak normalizirani na najve e opt-
ere enje i pripadni pomak. Obje, NSC i FRC, grede ukazu-
ju na postojanje platoa nakon dosezanja maksimalne no-
sivosti (zona omekšanja grede). To je mogu e zbog re-
lativno stabilnog procesa ošte enja i popuštanja armatu-
re u popre nom presjeku u sredini raspona pošto je visi-
na popre nog presjeka reducirana zbog puknu a pritis-
nutog dijela cijeloga popre noga presjeka. U suprotnosti 
s ovim gredama, HSC greda slomila se na eksplozivan 
na in ubrzo pošto je dosegnuto maksimalno optere enje. 
Podudaranja izme u prora unanih i izmjerenih rezultata 
su dobra. Iz slike 6. može se vidjeti da se opisano pona-
šanje greda dobro slaže s rezultatima eksperimenata. 
Utjecaj tipa betona na nosivost i pomak pri najve em je 
optere enju prikazan na slici 7. Prikazana su relativna 
najve a optere enja (PU,rel) i odgovaraju i pomaci ( U,rel)
dobiveni u prora unu i kasnije izmjereni u eksperimentu 
ovisno o tipu betona. Izmjereni je rezultat prosje na vri-
jednost triju ispitivanja. Relativne vrijednosti za najve a
optere enja i odgovaraju e pomake normalizirani su s 
prora unanim i izmjerenim rezultatima za NSC, npr. 
PUrel = PU/PU,NSC i U,rel = U/ U,NSC. Pomak U odgovara 
pomacima pri najve om optere enju, a pomak U,NSC
pomaku pri najve em optere enju izmjerenih za grede 
od NSC-a. Na slici se vidi da ispitivanja i prora un po-
kazuju prakti ki jednaku tendenciju pri variranju tipa 
betona, što zna i da su kvalitativna predvi anja prora u-
na bila vrlo dobra. 
Relativna je nazivna vrsto a grede ( N,R = PU/fch) kao 
funkcija tipa betona prikazana na slici 8. gdje su uspo-
re eni numeri ki i u eksperimentu izmjereni rezultati. 
Slika pokazuje dobro podudaranje izme u prora unanih 
i izmjerenih vrijednosti ne samo u apsolutnim vrijednos-
tima nego i kvalitativno – tendencija je prakti ki ista. 
Može se vidjeti da HSC grede daju najmanju relativnu 
vrsto u. Najve u relativnu vrsto u pokazuju grede od 
NSC. U usporedbi s NSC gredama relativna vrsto a
HSC greda reducirana je za oko 50%. To je zna ajna 
redukcija relativne nosivosti i pokazuje da relativna no-
sivost grede nije proporcionalna s pove anjem vrsto e
J. Ožbolt i drugi Prora un prearmiranih greda 
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betona. Relativna vrsto a FRC greda jest izme u rezul-
tata dobivenih za HSC i NSC. Na elno isto vrijedi i za 
duktilnost greda. Op enito, smanjenje relativne nosivos-
ti i duktilnosti ovisi o tipu konstrukcije, veli ini kons-
trukcije i krhkosti materijala. Što se ti e tla nog sloma, 
slika 6. pokazuje da bi ak i kod relativno malih greda 
(h =  200 mm) napravljenih od HSC moglo biti opasno 
upotrijebiti ista pravila za dimenzioniranje kao kod gre-
da napravljenih od NSC.  






































Pre-armirane grede, HSC, h= 200 mm
testirano i predviðeno














-Pre-armirane grede, FRC, h= 200 mm






Slika 6. Numeri ki i eksperimentalni rezultati - relativno optere enje
kao funkcija pomaka za male grede napravljene od:  
(a) NSC, (b) HSC i (c) FRC 
Pre-armirane grede (male, h=200 mm)











































prosje no optere enje, test
optere enje, predvi eno (LF & HF)
prosje ni pomak, test
predvi eni pomak (LF & HF)
LF
HF
Slika 7.  Relativna nosivost i relativni pomaci kao funkcija tipa 
betona dobiveni u eksperimentima (prosjek triju ispitivanja) 
i u prora unu
Pre-armirane grede (male, h=200 mm)
NSC, FRC and HSC
1 2 3


























prosje ni rezultati testiranja, Ulfkjear (199
LF
HF
Slika 8. Nazivna vrsto a kao funkcija kvalitete betona 
Tablica 2.  Sažetak prora unanih najve ih optere enja i 
pomaka i u eksperimentu izmjerenih vrijednosti 
za male grede (rezultati ispitivanja su srednja 
vrijednost triju eksperimenata) 
Male grede 
Tip
betona ispitivanje  
(srednja vrijednost) prora un
PU(kN) U (mm) PU (kN) U (mm) 
NSC (kN) 16,4 21,0 14,7 13,5 
HSC (kN) 56,4 55,7 50,2 40,0 
FRC (kN) 63,4 51,7 58,8 38,0 
3.2 Razli ite veli ine greda 
Da bi se istražio utjecaj veli ine prearmiranih greda na 
njihovu nosivost (tzv. size effect) te na ponašanje poslije 
najve ega optere enja, u okviru RILEM-ove me uinsti-
tutske analize ispitivanja (round robin analysis) istraže-












Pre-armirane grede, NSC, h=200 mm 
Prora u  (L  i HF) 
Test
Prora un (LF i HF) 
Test
Prora un (LF i HF) 
Test
Pre-armirane grede, HSC, h=200 mm 
Pre-armirane grede, FRC, h=200 mm
Tip betona (1=NSC; 2=FRC; 3=HSC) 
Pre-armirane grede (male,  h=200 mm) 
NSC, FRC i HSC
Pre-ar irane grede (male,  h=200 mm) 
NS , F  i HSC





Prosje ni rezultati testa, Ulfkjear (1998)
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mm). U tablici 3. dani su prosje ni izmjereni i prora u-
nani rezultati za najve a optere enja (PU) i odgovaraju i
pomaci ( U). Kako se može vidjeti, apsolutna vrijednost 
prora unanih rezultata relativno se dobro slaže s pros-
je nim izmjerenim rezultatima. Sli no kao u slu aju ma-
lih greda, numeri ki dobivene nosivosti greda i odgova-
raju i pomaci nešto su potcijenjeni, me utim, kvalitativ-
no je ponašanje konstrukcije vrlo dobro predvi eno.
Tablica 3. Sažetak maksimalnih optere enja i odgovara-
ju ih pomaka za NSC grede dviju veli ina – 
male (h = 200 mm) i velike (h = 400 mm) 
NSCVeli ina 
grede test (srednja vrijednost) prora un
PU (kN) U (mm) PU (kN) U (mm) 
mala  16,4 21,0 14,7 13,5 
velika  64,1 47,8 56,2 39,0 
Prora unane i izmjerene krivulje optere enje-pomak prik-
azane su na slici 9. za obje veli ine greda, h = 200 mm i 
h = 400 mm.  
Pre-armirane grede (NSC) - size effect


















] Predvi eno (LF&HF), h= 200 mmTest, h= 200 mm
Predvi eno (LF&HF), h= 400 mm




Slika 9. Prora unane i u eksperimentu izmjerene krivulje optere-
enje – pomak za male i velike grede napravljene od NSC 







Pre-armirane grede (NSC) - size effect
izra unato (LF & HF) 




Slika 10. Nazivna vrsto a kao funkcija veli ine grede – prora unani 
i prosje ni rezultati ispitivanja 
Kako se može vidjeti iz usporedbe prora unanih maksi-
malnih optere enja, nema zna ajnog u inka veli ine na 
nosivost greda. To se vidi iz slike 10. koja pokazuje na-
zivne nosivosti greda kao funkcije njezine visine. Geo-
metrijsko umanjenje veli ine grede u sva tri smjera s 
faktorom 2 uzrokuje smanjenje nazivne nosivosti otprilike 
5% (u ispitivanju 2%). Nešto je izražajniji u inak veli i-
ne na ponašanje grede nakon najve eg optere enja. Na-
ime manja greda pokazuje znatno duktilnije ponašanje u 
podru ju nakon dosezanja maksimalne nosivosti (slika 9.). 
4 Zaklju ak
Na osnovi rezultata eksperimentalnih i teorijskih ispiti-
vanja prikazanih u lanku može se zaklju iti sljede e:
Prora un pokazuje da se sve analizirane grede slome 
zbog pucanja betona u tla nom dijelu grede (krhki 
slom betona). Numeri ki rezultati za razne vrste be-
tona te za razne veli ine greda, koji su dobiveni prije 
nego što su provedeni eksperimenti, pokazuju dobro 
slaganje s rezultatima eksperimentalnih ispitivanja. 
Programom MASA za nelinearni 3D prora un beton-
skih konstrukcija metodom kona nih elemenata uz 
primjenu mikroravninskog modela i koncepta raz-
mazanih pukotina, može se realno predvidjeti krhki 
tla ni slom armiranobetonskih greda. 
Rezultati analize i eksperimenta pokazuju da efikas-
nost greda nije proporcionalna vrsto i betona. Gre-
de na injene od obi nog betona su znatno efikasnije 
nego iste grede od betona visoke vrsto e. Primjenom 
istih pravila za dimenzioniranje greda, neovisnih o 
tipu betona, grede na injene od visokovrijednih be-
tona bile bi manje sigurne nego grede od betona niže 
vrsto e.
Prearmirane su grede napravljene od NSC i FRC na-
kon dosezanja nosivosti znatno duktilnije nego što je 
to slu aj s gredama od betona visoke vrsto e (HSC). 
Osim toga, rezultati pokazuju da tla na energija slo-
ma betona ima relativno velik utjecaj na duktilnost 
nakon sloma greda, ali gotovo nikakav utjecaj na 
maksimalnu nosivost. 
Numeri ki i eksperimentalni rezultati pokazuju da 
nema znatnog u inka veli ine na maksimalnu nosi-
vost greda od obi nog betona (NSC), ali se velike 
grede nakon sloma ponašaju krhkije, odnosno u inak 
veli ine na ponašanje nakon sloma greda je znatan. 
Rezultati eksperimentalnih i numeri kih ispitivanja 
te njihova usporedba otvaraju niz pitanja vezanih uz 
duktilnost ponašanja greda nakon sloma od razli itih 
vrsta betona i razli itih veli ina koje se slome zbog 
prekora enja tla ne vrsto e betona. Radi projektira-
nja ekonomi nih i sigurnih konstrukcija o ito je pot-
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rebno daljnje istraživanje na tom podru ju, pogotovo 
ako se ima na umu injenica da danas na tržištu pos-
toji itav niz visokovrijednih betona potpuno razli i-
tih karakteristika pri slomu. 
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